Лекция 6

Методы оптимизации в задачах экспертного выбора
6.1  Методы ЭЛЕКТРА

6.2  Метод Подиновского

6.3  Метод порядковой оптимизации 

 Как уже отмечалось выделение множества Парето при решении многокритериальных задач довольно часто является лишь предвари​тельным этапом процесса принятия решений, поскольку при достаточ​но большом исходном множестве вариантов множество Парето также оказывается недопустимо большим для того, чтобы ЛПР мог осуществить окончательный выбор без затруднений самостоятельно. Следова​тельно, выделение множества Парето можно рассматривать лишь как предварительный этап оптимизации, и налицо проблема дальнейшего сокращения этого множества. Собственно говоря, те методы многок​ритериальной оптимизации, которые нами уже рассматривались ранее, также посвящены проблеме сужения множества Парето. В данном раз​деле рассмотрим методы оптимизации, основанные на построении би​нарного отношения предпочтения, более сильного, чем отношение Па​рето.
6.1 Методы ЭЛЕКТРА.
 Группа методов (ЭЛЕКТРА I, ЭЛЕКТРА II, ЭЛЕК​ТРА III) была разработана коллективом французских ученых, возгла​вляемым профессором Б. Руа. В этих методах бинарное отношение предпочтения, более сильное, чем отношение Парето, строится следую​щим   образом.

Для каждого из n критериев (предполагается, что критерии чи​словые) определяется вес – число, характеризующее важность соответствующего критерия, которое тем больше, чем важнее для ЛПР соответствующий критерий. Эти веса могут быть определены либо ранжированием, либо, например, по методу Саати. Для того, чтобы определить, превосходит альтернативный вариант      
[image: image1.wmf])

,...,

,

(

2

1

n

x

x

x

x

=

,   вариант 
[image: image2.wmf])

,...,

,

(

2

1

n

y

y

y

y

=

 
(где 
[image: image3.wmf]i

i

y

x

,

- значения i-того критерия, сообщаемые ему вариантами х и у соответственно), производятся следующие действия.

Множество I критериев разбивается на три подмножества:
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  – критерии, по которым х превосходит у;
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  – критерии, по которым х и у имеют одинаковые оценки;
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  –  критерии, по которым у превосходит х.

Далее определяется относительная важность  
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 каждого из этих подмножеств. Устанавливается также некоторый по​рог с и считается, что вариант х превосходит вариант у только в том случае, когда некоторая функция, называемая индексом согласия, удовлетворяет условию
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Вид Функции 
[image: image11.wmf]f

 определяется по своему для каждой модификации метода ЭЛЕКТРА.

Условие (5.3) является необходимым, но не достаточным усло​вием превосходства х над у. В методах ЭЛЕКТРА формулируются допо​лнительные условия, предназначенные учитывать не только порядок следования оценок х и у по критериям, но и значения модулей раз​ностей 
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. Эти условия, называемые индексом несогласия, мо​гут быть записаны в виде
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где 
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–  пороговое значение индекса несогласия 
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 для каж​дой модификации метода ЭЛЕКТРА определяются по-своему.

Таким образом, отношение предпочтения 
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определяется следую​щим образом:
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Особенность методов ЭЛЕКТРА состоит в том, что в них нес​колько отступают от традиционных методов выделения подмножества недоминируемых вариантов. Следуя теории игр, их создатели предла​гают несколько расширить это подмножество путем выделения в исхо​дном множестве некоего ядра, все элементы которого несравнимы ме​жду собой, а любой вариант, в ядро не вошедший, доминируется хотя бы одним элементом ядра.

Выделение ядра на множестве исходных вариантов является зак​лючительным этапом методов ЭЛЕКТРА. Дальнейшее сужение ядра может быть достигнуто заданием других, более жестких ограничений в ус​ловиях (6.3) и (6.4), т. е. увеличением порогового значения индек​са согласия с и уменьшением порогового значения индекса несогла​сия d.

Опишем более конкретно применение данного метода.

Во всех модификациях метода ЭЛЕКТРА на первом этапе с помо​щью ЛПР определяются веса критериев – положительные действитель​ные числа, которые тем больше, чем важнее для ЛПР соответствующий критерий. Такой подход, конечно, имеет существенный недостаток – неоднозначность определения весовых коэффициентов. Однако полнос​тью избежать субъективных оценок в процедуре принятия решений не​возможно, следует лишь с большой тщательностью подходить к опре​делению весов. Здесь можно воспользоваться, например, процедурой описанного выше метода Саати. Пусть при назначе​нии весов критериям, по которым предстоит выбрать автомобиль, от ЛПР получена следующая информация: цена (критерий 1) важнее ком​фортности (критерий 2), а та, в свою очередь, важнее скоростных качеств (критерий 3) и внешнего вида автомобиля (критерий 4). Кро​ме того, критерий 3 и  4 имеют одинаковую важность, а, рассматриваемые совместно, имеют большую важность, чем крите​рий 1 (цена). Таким образом, ЛПР сообщил информацию о критериях качественного типа и на ее основе необходимо назначить веса кри​териев  
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(t = 1,2,3.4) так, чтобы выполнялись соотношения:    
                               p1 > рг > рэ = р4,  p3 + р4 > р1 
Ясно, что, например, что решение   p1 = 5, p2 = 4,  рэ = p4 = 3, далеко не единственное. И хотя описанную неоднозначность при переводе чисто качественной информации о критериях в числовую пол​ностью устранить невозможно, использование метода Саати будет способствовать более корректному выбору весов критериев.

Далее определяются важности групп критериев I+(x,y), I=(х,у) и I-(х,у) для каждой пары сравниваемых альтернатив х и у:
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В качестве условия (6.3) в методе ЭЛЕКТРА I предлагается рассматривать выражение вида:
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в методе ЭЛЕКТРА II - выражение вида
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Следует отметить, что условие (6.6) можно применять лишь то​гда, когда сравнение альтернатив происходит в строгих шкалах (то​гда множество 
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 пусто) или когда число совпадающих оценок у различных вариантов достаточно мало по сравнению с n. В противном случае отношение предпочтения, может оказаться симметричным: x лучше у (хRу) и у лучше х     (уRх) одновременно. Поэтому, если ис​пользуются нестрогие шкалы, то лучше пользоваться условием (6.7).

Использование порядковых отношений, т. е. отношений, основа​нных лишь на порядковой информации о сравниваемых альтернативных вариантах, связано с двумя существенными проблемами.

Первая, присущая всему классу порядковых отношений,– это то, что незначительный выигрыш по одному критерию может сопутствовать большому проигрышу по другому критерию. Например, если п = 5,  х = (10, 10, 10, 1, 1), у = (9, 9, 9, 10, 10) и все критерии имеют одинаковую важность, то при с2 = 1 вариант х превосходит у но (6. 7), хотя преимущество х над у по первым трем критериям весьма незначительно, а по двум последним критериям х значительно усту​пает у. Чтобы как-то избежать подобных ситуаций в ЭЛЕКТРА и ис​пользуется условие (6,4). Используя это условие, мы определяем некоторую область несравнимости – область несогласия D, такую, что для любых вариантов х и у из того, что (х, у)
[image: image24.wmf]Î

D, следует, что х и у  не сравнимы. Если, например,   D = {(х, у) : 
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}, то это означает, что у не может доминировать х, если уступает ему более пяти единиц хотя бы по одной компоненте (критерию).

Вторая сложность, возникающая при использовании порядковых отношений и их модификаций, связана с возможностью появления цик​лов, т. е. таких ситуаций, когда x1 лучше, чем хг, х2 лучше, чем х3,..., хk-1 лучше, чем xk, а вот xk, в свою очередь, лучше x1. В связи с этим, при использовании порядковых отношений необходимо помнить о возможности возникновения подобных ситуаций и избегать их. В методах ЭЛЕКТРА данная проблема, не рассматривается. Если говорить о методе Саати, то наличие процедуры проверки согласо​ванности матриц парных сравнений как раз и нацелено на то, чтобы избежать подобных ситуаций.

В заключение описания метода ЭЛЕКТРА приведем иллюстративный пример. Пусть в исходном множестве альтернативных вариантов, сра​вниваемых по пяти критериям, определены следующие семь недоминируемых по  Парето:
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Применим метод ЭЛЕКТРА для того, чтобы, получив у ЛПР дополнительную информацию, сократить число вариантов, которое будет предложено ему для окончательного выбора.

1-й этап. От ЛПР получается информация о сравнительной важности критериев. Пусть ЛПР сообщил, что:

–  критерии 1 и 2 имеют одинаковую важность;

– критерии 3, 4 и 5 имеют также одинаковую важность;

–  каждый из первых двух критериев важнее каждого из оставшихся.

Пусть в соответствии с этой информацией критериям назначены веса:
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2-й этап. Строим матрицу 7
[image: image28.wmf]´

7, в которой элемент atj  опреде​ляется следующим образом:
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Допустим, что в качестве порогового значения индекса согла​сия выбрано на основе консультаций с ЛПР c2 = 1,25. Как видно из таблицы 6.9, любой из семи вариантов доминируется хотя бы одним из остальных. 
 Таблица 6.9  – Матрица значений  atj 
	––
	6
	1,3
	0,75
	0,75
	0,75
	0,17

	0,17
	––
	0,75
	0,75
	0,75
	0,75
	0,17

	0,75
	1,3
	––
	0,75
	0,75
	0,75
	0,17

	1,3
	1,3
	1,3
	––
	0,75
	0,75
	0,75

	1,3
	1,3
	1,3
	1,3
	––
	0,4
	1,3

	1,3
	1,3
	1,3
	1,3
	2,5
	––
	0,75

	6
	6
	6
	1,3
	0,75
	1,3
	––


Поэтому без учета индекса несогласия подмножество оптимальных вариантов оказалось бы пустым.

3-й этап. С помощью ЛПР устанавливается индекс несогласия. Пусть                    D = {(х. у): xt – уt > 5}.

В этом случае один из вариантов – х7 - оказывается недоминируемым, оптимальным будет считаться также и вариант х5, который несравним с х7.

Таким образом, применение метода ЭЛЕКТРА позволило более полно учесть мнение ЛПР и сократить исходное множество недоминируемых по Парето решений до двух элементов. Следует, однако, отме​тить, что группа методов ЭЛЕКТРА не лишена традиционных недостат​ков, присущих многим современным методам многокритериальной опти​мизации.
6.2 Метод Подиновского
 Метод Подиновского также имеет своей целью построение более сильного, нежели паретовское, бинарного отношения предпочтения. Как и в ЭЛЕКТРА, для этого используется до​полнительная информация о сравнительной важности критериев. Одна​ко основное и существенное отличие метода Подиновского состоит в том, что качественная информация о критериях, получаемая от ЛПР, не преобразуется в количественную. Автору метода впервые в прак​тике многокритериальной оптимизации удалось освободиться от необ​ходимости ввода весовых коэффициентов важности критериев, внося​щих большую неопределенность в решение задачи.

Информация о сравнительной важности критериев задается совокупностью сообщений ЛПР типа:

– критерий t  важнее, чем критерий J (tВJ);

– критерии t и j равноценны (tSJ);

– набор критериев (t1,..., tl) важнее, чем набор (j1,..., jm);

– наборы критериев (t1,..., tl) и (j1,..., jm) равноценны по важности.

Построенное на основании информации о важности критериев би​нарное отношение предпочтения позволяет существенно сузить множе​ство Парето. Так, если имеется информация о том, что все n крите​риев равноценны, то при большом числе сравниваемых вариантов это позволяет сузить паретовское множество приблизительно в n! раз.

Рассмотрим применение метода Подиновского для решения описа​нной выше задачи в наиболее благоприятном случае, когда все кри​терии для ЛПР равноценны. Тогда, следуя методу Подиновского, нам необходимо упорядочить оценки каждого из альтернативных вариантов (например, по убиванию) и среда полученных векторов выбрать в ка​честве оптимальных недоминируемые по Парето. Упорядочив оценки, получаем:
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Среди вновь образованных упорядоченных векторов оценок недоминируемыми по Парето оказались векторы 
[image: image31.wmf]4
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, Следовательно, руководствуясь методом Подиновского, в качестве эффективных реше​ний при равнозначности критериев рекомендуются варианты х4 и х7.

Метод Подиновского в описанном виде может быть применен только в случае однородности критериев, т. е. критериев, значения которых принадлежат одному и тому же множеству. Примером однород​ных критериев может служить, например, множество суждений одина​ково компетентных экспертов, оценивающие варианты по одной и той же шкале. В этом случае действительно может быть непринципиально, получил вариант х оценки экспертов х1 = а, х2 = b  или х1 = b, х2 = a. Сложности появляются, когда критерии оказываются неодно​родными, что бывает довольно часто. При неоднородных критериях определение их сравнительной важности сводится, по-существу, к определению коэффициентов важности критериев. Это является основным недостатком метода Подиновского и в этом случае чаще целесообраз​нее использовать методы ЭЛЕКТРА.
6.3 Метод порядковой оптимизации. 
В основе данного метода лежит аппроксимация изнутри структуры предпочтений ЛПР, описываемой би​нарным отношением, некоторым отношением из конечного класса.

В основе метода порядковой оптимизации лежит следующая про​цедура:

–  определение упорядочения критериев по важности;

–  нахождение порядковых отношений, удовлетворяющих этому упорядочению;

– построение пересечения по всем этим порядковым отношениям,
которое и будет аппроксимацией R* предпочтений ЛПР.

Для иллюстрации метода вновь рассмотрим пример сравнения се​ми вариантов по пяти критериям.

Допустим, что в роли ЛПР выступает покупатель автомобиля. Он сформулировал пять критериев, которыми будет руководствоваться при выборе: цена (критерий 1), комфортность (критерий 2), фирма-производитель (критерий 3), скоростные качества (критерий 4), внешний вид автомобиля (критерий 5). Пусть в результате опроса ЛПР получена следующая информация о важности критериев: входящие в группы L1= {1, 2} и  L2 = {3, 4, 5} имеют одинаковую важность, причем каждый критерий из L1 важнее любого критерия из L2. Кроме того, после дополнительного уточнения структуры предпочтений по​купателя, проведенного на основе его опроса специалистом по мар​кетингу, было определено, что в качественное понятие «быть лучше» ЛПР вкладывает следующий смысл: «быть лучше –- значит, быть лучше по первым двум и по любой паре из оставшихся трех критериев». Нет​рудно показать, что в этом случае полином аппроксимирующего отно​шения имеет вид:
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Если рассматривать предыдущий пример, то недоминируемыми по R* будут варианты х4, x5, x6, x7. Чем сильнее будут упорядочены критерии, тем меньшее число альтернативных вариантов будет расс​матриваться в качестве эффективных. Пусть, например, удалось упо​рядочить все критерии, кроме двух последних:

               крит. 1→ крит. 2 → крит. 3 →(крит. 4 ↔ крит. 5). 

В этом случае аппроксимирующий полином имеет вид:
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и выбранными окажутся только два варианта: х4 и х7. Как  видим, вариант х7 всегда оказывался в числе рекомендуемых ЛПР для окон​чательного выбора.

Метод порядковой аппроксимации также не лишен  недостатков. К ним можно отнести следующие:

1 Процесс получения от ЛПР информации о сравнительной важ​ности критериев достаточно трудоемок. В общем случае мы должны задать ЛПР порядка n2 вопросов. Хотя надо отметить, что на прак​тике при благоприятных условиях число вопросов к ЛПР может быть снижено до п.

2 ЛПР может, не отдавая себе в этом отчета, давать противо​речивую информацию о сравнительной важности критериев.

3 Главный недостаток: информация по сравниваемым альтерна​тивам должна быть представлена в строгих шкалах, иначе составле​ние аппроксимирующего полинома будет крайне затруднено.

Что касается положительных сторон данного метода, то следует отметить следующее. Для решения задач выбора в строгих шкалах при сравнительно небольшом числе критериев (5–9) этот метод особенно эффективен. Он дает возможность обоснованно, без внесения произ​вола, аппроксимировать предпочтения ЛПР. Несомненное достоинство метода также и в том, что он не зависит (в отличие от ЭЛЕКТРА) от числа сравниваемых вариантов. Кроме того, критерии могут иметь произвольную природу, и не обязаны быть однородными, как при ис​пользовании метода Подиновского.
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